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Lem1. Niech X zespolona przestrze« unormowana. Funkcjonaª

f : X → C jest C-liniowy ⇐⇒ f (x) = u(x) + iu(−ix), gdzie
u : X → R jest funkcjonaªem R-liniowym. Ponadto, ‖f ‖ = ‖u‖.

Dowód: �=⇒�: Je±li f jest C-liniowy, to u := Re f jest R-liniowy i

Im f (x) = Im(i(−i)f (x)) = Im(if (−ix)) = Re f (−ix) = u(−ix).

Zatem f (x) = u(x) + iu(−ix). Ponadto,

‖u‖ = sup
‖x‖=1

|u(x)| = sup
‖x‖=1

|Re f (x)| ≤ sup
‖x‖=1

|f (x)| = ‖f ‖.

�⇐=�: Je±li u : X → R jest R-liniowy, to f (x) := u(x) + iu(−ix)

de�niuje funkcjonaª f : X → C, który jest C-liniowy.

Niech x ∈ X , ‖x‖ = 1. We¹my λ ∈ C, |λ| = 1, takie, »e

λf (x) = |f (x)|. Wtedy

|f (x)| = λf (x) = f (λx) = Re f (λx) = u(λx) ≤ ‖u‖.

Czyli ‖f ‖ ≤ ‖u‖. �
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Def. Niech X przestrze« liniowa nad R. Funkcjonaªem Banacha
nazywamy funkcj¦ p : X → R tak¡, »e

(1) ∀x ,y∈X p(x + y) ≤ p(x) + p(y), (nierówno±¢ trójk¡ta)

(2) ∀x∈X ∀t>0 p(tx) = tp(x). (dodatnia jednorodno±¢)

Prz. Funkcjonaªy liniowe oraz (póª)normy to funkcjonaªy Banacha.

Tw. (Lemat Banacha)
X0 ⊆ X podprzestrze« liniowa

f0 : X0 → R funkcjonaª liniowy

p : X → R funkcjonaª Banacha

∀x∈X0 f0(x) ≤ p(x)

 =⇒


istnieje funkcjonaª

liniowy f : X → R,
taki, »e f |X0 = f0,
∀x∈X f (x) ≤ p(x)


Dowód: Dowód skªada si¦ z dwóch kroków. Najpierw zastosujemy

Lemat Kuratowskiego-Zorna, »eby wykaza¢, »e istnieje maksymalne

rozszerzenie f majoryzowane przez p. Nast¦pnie poka»emy, »e to

maksymalne rozszerzenie jest okre±lone na caªej przestrzeni X .
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1) Niech Φ b¦dzie zbiorem wszystkich liniowych przedªu»e«

dominowanych przez p, tzn.

Φ :=
{

(ϕ,Xϕ) : Xϕ podprzestrze« liniowa zawieraj¡ca X0,

ϕ : Xϕ → R funkcjonaª liniowy

taki, »e ϕ|X0 = f0 oraz ϕ ≤ p|Xϕ

}
.

Na Φ wprowadzamy relacj¦ cz¦±ciowego porz¡dku:

(ϕ1,Xϕ1) ≺ (ϕ2,Xϕ2)
def⇐⇒ Xϕ1 ⊆ Xϕ2 oraz ϕ2|Xϕ1

= ϕ1.

Ka»dy ªa«cuch {(ϕi ,Xi )}i∈I (tzn. zbiór liniowo uporz¡dkowany) ma

ograniczenie górne (ϕ,Xϕ). Mianowicie Xϕ :=
⋃

i∈I Xϕi oraz

ϕ(x) := ϕi (x), gdy x ∈ Xϕi . Zatem na mocy Lematu

Kuratowskiego-Zorna istnieje element maksymalny (ϕm,Xϕm) w Φ.

2) Je±li Xϕm = X , to kªad¡c f = ϕm zako«czymy dowód. Zaªó»my

nie wprost, »e istnieje x0 ∈ X \ Xϕm i poªó»my

X1 := lin{Xϕm , x0} = {y + λx0 : y ∈ Xϕm , λ ∈ R}.
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Dla dowolnego u ∈ R wzór

ϕ1(y + λx0) := ϕm(y) + λu, y ∈ Xϕm , λ ∈ R,

de�niuje funkcjonaª liniowy ϕ1 : X1 → R, który przedªu»a ϕm.

∀
x∈X1

ϕ1(x) ≤ p(x) ⇐⇒ ∀
y∈Xϕm , λ∈R

ϕm(y) + λu ≤ p(y + λx0)

⇐⇒ ∀
y∈Xϕm , λ>0

{
u ≤ 1

λ (p(y + λx0)− ϕm(y))

u ≥ − 1
λ (p(y − λx0)− ϕm(y))

Jednor. p⇐⇒ ∀
y∈Xϕm , λ>0

{
u ≤ p

( y
λ + x0

)
− ϕm

( y
λ

)
u ≥ −p

( y
λ − x0

)
+ ϕm

( y
λ

)
⇐⇒

{
u ≤ b := inf{p(y + x0)− ϕm(y) : y ∈ Xϕm}
u ≥ a := sup{−p(y − x0) + ϕm(y) : y ∈ Xϕm}.

Je±li a ≤ b, to dowolnego u ∈ [a, b] otrzymamy (ϕ1,X1) ∈ Φ, który

jest rozszerzeniem elementu maksymalnego (ϕm,Xm) ∈ Φ E.
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Ale dla dowolnych y1, y2 ∈ Xϕm mamy

p(y1 + x0)− ϕm(y1)−
(
− p(y2 − x0) + ϕm(y2)

)
= p(y1 + x0) + p(y2 − x0)− ϕm(y1 + y2) (N. trójk¡ta dla p)

≥ p(y1 + y2)− ϕm(y1 + y2) ≥ 0 (bo ϕm ≤ p).

St¡d b ≥ a. �

Twierdzenie Hahn-Banacha

Niech X przestrze« unormowana (nad ciaªem F = R,C). Ka»dy
ograniczony funkcjonaª liniowy f0 : X0 → F okre±lony na

podprzestrzeni liniowej X0 ⊆ X przedªu»a si¦ do ograniczonego

funkcjonaªu liniowego f : X → F takiego, »e ‖f ‖ = ‖f0‖.

Dowód: (1) Zaªó»my, »e F = R. Wtedy p(x) := ‖x‖ · ‖f0‖, x ∈ X ,

jest funkcjonaªem Banacha takim, »e f0 ≤ p na X0. Zatem na mocy

Lematu Banacha istnieje liniowy f : X → R taki, »e f |X0 = f0 oraz

f ≤ p na X . St¡d

‖f ‖ = sup
‖x‖=1

|f (x)| ≤ sup
‖x‖=1

p(x) = sup
‖x‖=1

‖x‖ · ‖f0‖ = ‖f0‖.
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Czyli f ograniczony oraz ‖f ‖ ≤ ‖f0‖. Nierówno±¢ w drug¡ stron¦

jest oczywista:

‖f0‖ = sup
‖x‖=1
x∈X0

|f0(x)| = sup
‖x‖=1
x∈X0

|f (x)| ≤ sup
‖x‖=1
x∈X

|f (x)| = ‖f ‖.

(2) Zaªó»my, »e F = C. Na mocy Lem1 f0(x) = u0(x) + iu0(−ix),
gdzie u0 : X0 → R jest R-liniowy oraz ‖u0‖ = ‖f0‖. Z kroku (1)

wiemy, »e u0 przedªu»a si¦ do funkcjonaªu R-liniowego u : X → R
takiego, »e ‖u‖ = ‖u0‖ = ‖f0‖. Zatem korzystaj¡c jeszcze raz z

Lem1 otrzymujemy, »e wzór

f (x) := u(x) + iu(−ix), x ∈ X ,

de�niuje C-linowe przedªu»enie f0 oraz ‖f ‖ = ‖u‖ = ‖f0‖. �

Wn1. Dla ka»dego niezerowego wektora x przestrzeni unormowanej

X istnieje funkcjonaª f ∈ X ∗ taki, »e ‖f ‖ = 1 oraz f (x) = ‖x‖.

W szczególno±ci, funkcjonaªy ograniczone rozdzielaj¡ punkty

przestrzeni X , tzn. ∀x ,y∈X x 6= y =⇒ ∃f ∈X∗ f (x) 6= f (y).
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Dowód: Niech x ∈ X \ {0}. Poªó»my X0 := lin{x} i zde�niujmy

f0 : X0 → F wzorem f0(λx) = λ‖x‖, λ ∈ F. Wtedy f0 ∈ X ∗0 oraz

‖f0‖ = 1 (bo |f0(λx)| = |λ‖x‖| = |λ| · ‖x‖ = ‖λx‖). Zatem f0 przedªu»a

si¦ do »¡danego funkcjonaªu f na mocy Tw. Hahna-Banacha.

W szczególno±ci, je±li x 6= y , to x − y 6= 0, a wi¦c istnieje f ∈ X ∗

taki, »e f (x − y) = ‖x − y‖ 6= 0, sk¡d f (x) 6= f (y).�

Wn2. Ka»da przestrze« unormowana X zanurza si¦ w przestrze«

podwójnie sprz¦»on¡ X ∗∗ := (X ∗)∗. Dokªadniej, mamy liniow¡

izometri¦ i : X → X ∗∗ dan¡ wzorem

i(x)(f ) := f (x), x ∈ X , f ∈ X ∗.

Dowód: Dla ka»dego x ∈ X funkcjonaª i(x) : X ∗ → F jest liniowy:

i(x)(λf1 + f2) = (λf1 + f2)(x) = λf1(x) + f2(x) = λi(x)f1 + i(x)f2

oraz ‖i(x)‖X∗∗ = sup‖f ‖X∗=1 |i(x)(f )| = sup‖f ‖X∗=1 |f (x)| ≤ ‖x‖X .

Czyli i(x) ∈ X ∗∗ oraz ‖i(x)‖X∗∗ ≤ ‖x‖X .
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Aby wykaza¢ nierówno±¢ przeciwn¡ mo»emy zaªo»y¢, »e x 6= 0.

Wtedy na mocy Wn1 istnieje f ∈ X ∗ taki, »e ‖f ‖X∗ = 1 oraz

f (x) = ‖x‖X . Zatem ‖i(x)‖X∗∗ = ‖x‖X , czyli odwzorowanie
X 3 x → i(x) ∈ X ∗∗ jest poprawnie okre±lon¡ izometri¡. Ta

izometria jest liniowa, bo

i(λx1 + x2)(f ) = f (λx1 + x2) = λf (x1) + f (x2)

= λi(x1)(f ) + i(x2)(f ) =
(
λi(x1) + i(x2)

)
(f ). �

Def. X jest przestrzeni¡ re�eksywn¡ je±li i : X → X ∗∗ jest
izomor�zmem, czyli gdy ka»dy funkcjonaª na X ∗ jest postaci
X ∗ 3 f 7→ f (x) ∈ F dla pewnego x ∈ X .

Przykªady

Re�eksywne Niere�eksywne

przestrzenie sko«czenie wymiarowe, c0, C [a, b], `
1, `∞,

przestrzenie Hilberta, L1([a, b]), L∞([a, b])
przestrzenie Lp dla 1 < p <∞
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Tw. (Przestrze« dualna do Lp)

Dla 1 ≤ p <∞ oraz przestrzeni z miar¡ (Ω,Σ, µ) zachodzi

Lp(µ)∗ ∼= Lq(µ), gdzie
1

p
+

1

q
= 1.

Czyli dla ka»dego f ∈ Lp(µ)∗ istnieje y ∈ Lq(µ) taki, »e

f (x) =

∫
Ω
x · y dµ, x ∈ Lp(µ).

Ponadto, wtedy ‖f ‖ = ‖y‖q =

{(∫
Ω |y |

q dµ
) 1

q , p > 1,

ess sup|y |, p = 1.

Wn1. Dla 1 ≤ p <∞ mamy (`p)∗ ∼= `q, gdzie 1
p + 1

q = 1. Tzn.

f ∈ (`p)∗ ⇐⇒ ∃y∈`q ∀x∈`p f (x) =
∞∑
k=1

x(k)y(k) i ‖f ‖ = ‖y‖q.
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Wn2. Przestrzenie Lp(µ), `p dla 1 < p <∞ s¡ re�eksywne.

Dowód: Skoro p > 1, to istnieje sko«czone q > 1 takie, »e
1
p + 1

q = 1 (mianowicie q = 1
p−1). Stosuj¡c dwukrotnie Twierdzenie

Lp(µ)∗∗ = (Lp(µ)∗)∗ ∼= Lq(µ)∗ ∼= Lp(µ). �

Lem. c∗0
∼= `1. Czyli f ∈ c∗0 ⇐⇒ ∃y∈`1 f (x) =

∞∑
k=1

x(k)y(k),

x ∈ c0, oraz wtedy ‖f ‖ = ‖y‖1 =
∑∞

k=1 |y(k)|.

Dowód:

Wn. c0 nie jest re�eksywna

Dowód: c∗∗0 = (c∗0 )∗ ∼= (`1)∗ ∼= `∞, ale c0 6∼= `∞, bo np. c0 jest

przestrzeni¡ o±rodkow¡, a `∞ nie. �
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