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f: X — C jest C-liniowy <= f(x) = u(x) + iu(—ix), gdzie

Lem1. Niech X zespolona przestrzeii unormowana. Funkcjonat
u: X — R jest funkcjonatem R-liniowym. Ponadto, ||f|| = ||ull.

Dowdd: “=": Jesli f jest C-liniowy, to u := Ref jest R-liniowy i
Im f(x) = Im(i(—i)f(x)) = Im(if (—ix)) = Re f(—ix) = u(—ix).
Zatem f(x) = u(x) + iu(—ix). Ponadto,
Jull = sup Ju(x)| = sup [Ref(x)| < sup |F(x)| = [If]l

[Ix[I=1 [Ix[I=1 x| =1
‘=" Jedli u: X — R jest R-liniowy, to f(x) := u(x) + ju(—ix)
definiuje funkcjonat f : X — C, ktéry jest C-liniowy.
efiniuje funkcjona ory jest C-liniowy. %

Niech x € X, ||x|]| = 1. Wezmy X € C, |\| = 1, takie, ze
Af(x) = |f(x)|. Wtedy

|f(x)| = AMf(x) = f(Ax) = Re f(Ax) = u(Ax) < [u]l.
Czyli [|f]] < [Jul. W



Def. Niech X przestrzen liniowa nad R. Funkcjonatem Banacha
nazywamy funkcje p : X — R taka, ze

@ Viyex plx+y) < p(x) + ply), (nierdwnose tréjkata)
@ Viex Viso p(tx) = tp(x). (dodatnia jednorodnos¢)

Prz. Funkcjonaty liniowe oraz (p6t)normy to funkcjonaty Banacha.

Tw. (Lemat Banacha)

Xo C X podprzestrzen liniowa istnieje funkcjonat
fo : Xo — R funkcjonat liniowy liniowy f : X — R,
p : X — R funkcjonat Banacha — taki, ze f|x, = fo,
vaXo fb(X) < p(X) vXEX f(X) < p(X)

Dowdéd: Dowdd sktada sie z dwéch krokéw. Najpierw zastosujemy
Lemat Kuratowskiego-Zorna, zeby wykaza¢, ze istnieje maksymalne
rozszerzenie f majoryzowane przez p. Nastepnie pokazemy, ze to
maksymalne rozszerzenie jest okreslone na catej przestrzeni X.
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1) Niech ® bedzie zbiorem wszystkich liniowych przedtuzen
dominowanych przez p, tzn.
o= {((p,X<p) : X, podprzestrzen liniowa zawierajaca Xp,
¢ 1 X, — R funkcjonat liniowy
taki, ze ¢|x, = fo oraz ¢ < p|x, }.
Na ® wprowadzamy relacje czesciowego porzadku:

def.
(gpl,le) < (<p2,X<p2) PN Xy, € X, oraz g02|X¢1 = 1.

Kazdy tancuch {(p;, Xi)}ics (tzn. zbiér liniowo uporzadkowany) ma
ograniczenie gérne (i, X,,). Mianowicie X, := J;¢; X, oraz
o(x) = pj(x), gdy x € X,,. Zatem na mocy Lematu
Kuratowskiego-Zorna istnieje element maksymalny (¢m, X,,,) w .

2) Jesli X,,, = X, to ktadac f = pp, zakoiczymy dowéd. Zatézmy
nie wprost, ze istnieje xg € X \ X,,, i potézmy

Xy = 1lin{X,,,x}={y+ 0 :yeX,,, \eR}



Dla dowolnego u € R wzér
e1(y +2x0) = @m(y) + Au, ¥y € X, AER,
definiuje funkcjonat liniowy @71 : X; — R, ktéry przedtuza ¢p,.

V oo1(x) <p(x) <= v em(y) + Au < p(y + Axo)
XEXq YEXoms AER

— u< (lp(y + Ax0) — ¢em(y))
yEXom, A>0 | U > =5 (p(y — Ax0) — om(y))

v

Jednor. p u<p § +x0) — ©m (%)
YEXom, A>0 | u > %

{u < b:=inf{p(y +x0) — ¢m(y) 1 y € X}
u>a:=sup{—p(y —x) +¢m(y) 1y € Xp,}.

Jesli a < b, to dowolnego u € [a, b] otrzymamy (1, X1) € P, ktéry
jest rozszerzeniem elementu maksymalnego (¢m, Xm) € ® £.
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Ale dla dowolnych yi,y> € X, mamy

p(y1 +x0) — em(y1) — (= P(y2 = x0) + ¥m(¥2))
= p(y1 +x0) + p(y2 = %0) — ¢m(y1 +y2)  (N. trojkata dla p)
> py1+y2) —myr +y2) > 0 (bo om < p).
Stad b>a. 0
Twierdzenie Hahn-Banacha

Niech X przestrzen unormowana (nad ciatem F = R, C). Kazdy
ograniczony funkcjonat liniowy fy : Xo — I okreslony na
podprzestrzeni liniowej Xo C X przedtuza sie do ograniczonego
funkcjonatu liniowego f : X — F takiego, ze ||f|| = ||fo]|-

Dowdd: (1) Zatézmy, ze F = R. Wtedy p(x) := ||x]|| - || fol|, x € X,
jest funkcjonatem Banacha takim, ze f; < p na Xp. Zatem na mocy
Lematu Banacha istnieje liniowy f : X — R taki, ze f|x, = fy oraz
f < pna X. Stad

1711 = sup 1£0) < s p(o) = sup [l ] = ol
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Czyli f ograniczony oraz ||f|| < ||fy||. Nieréwnos¢ w druga strone
jest oczywista:
Ifoll = sup [fo(x)| = sup |[F(x)] < sup [F(x)] = [|f]].

llx||=1 llx|I=1 lIx|l=1
x€Xp x€Xp Xe

(2) Zatézmy, ze F = C. Na mocy Lem1 fy(x) = up(x) + iug(—ix),
gdzie up : Xop — R jest R-liniowy oraz ||ug|| = ||f]|- Z kroku (1)
wiemy, ze up przedtuza sie do funkcjonatu R-liniowego v : X — R
takiego, ze ||u]| = ||uo|| = ||f]|- Zatem korzystajac jeszcze raz z
Lem1 otrzymujemy, ze wzér

f(x) == u(x) + iu(—ix), x € X,
definiuje C-linowe przedtuzenie fy oraz ||f|| = ||ul| = ||fo||. W

Wn1. Dla kazdego niezerowego wektora x przestrzeni unormowanej
X istnieje funkcjonat f € X* taki, ze ||f|| = 1 oraz f(x) = ||x]|.

W szczegdlnosci, funkcjonaty ograniczone rozdzielaja punkty
przestrzeni X, tzn. Yy yex X #y = Jrex+ f(x) # f(y).
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Dowdd: Niech x € X'\ {0}. Potézmy Xp := lin{x} i zdefiniujmy
fo : Xo = F wzorem fo(Ax) = Al|x||, A € F. Wtedy fy € X; oraz
[foll = 1 (bo [fo(Ax)] = [AlIxlll = [Al - [Ix]| = [Ax])). Zatem fy przedtuza
sie do zadanego funkcjonatu f na mocy Tw. Hahna-Banacha.

W szczegélnosci, jesli x # y, to x — y # 0, a wiec istnieje f € X*
taki, ze f(x —y) = ||x — y|| # 0, skad f(x) # f(y).®

Wn2. Kazda przestrzen unormowana X zanurza sie w przestrzen
podwdjnie sprzezong X** := (X*)*. Doktadniej, mamy liniowa
izometrie i : X — X** dana wzorem

i(x)(f) := f(x), x e X, fe X"

Dowdd: Dla kazdego x € X funkcjonat i(x) : X* — F jest liniowy:
i(X)(Ma + ) = (M + H)(x) = M(x) + fa(x) = Xi(x)A + i(x)h
oraz |i(x)||x= = supjj||.=1 [I(X)(F)] = supj¢| =1 [f(X)] < [Ix[|x-
Czyli i(x) € X** oraz [|i(x)[|x= < [x]|x-
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Aby wykazaé nieréwnos¢ przeciwng mozemy zatozyé, ze x # 0.
Wtedy na mocy Wn1 istnieje f € X* taki, ze ||f||x» = 1 oraz
f(x) = ||x||x. Zatem [|i(x)||x= = ||x||x, czyli odwzorowanie
X 3 x — i(x) € X** jest poprawnie okreslong izometrig. Ta
izometria jest liniowa, bo

i()\Xl + Xz)(f) = f()\Xl + X2) = )\f(Xl) + f(Xz)
= Xi(a)(f) +i()(f) = (Ni(x) +i(x))(f). B

Def. X jest przestrzenia refleksywng jesli i : X — X** jest
izomorfizmem, czyli gdy kazdy funkcjonat na X* jest postaci
X* > f— f(x) € F dla pewnego x € X.

Przyktady
Refleksywne Nierefleksywne
przestrzenie skofczenie wymiarowe, | ¢y, C[a, b], /%, £*°,
przestrzenie Hilberta, LY([a, b]), L°°(]a, b])
przestrzenie LP dla 1l < p < c©
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Tw. (Przestrzen dualna do LP)

Dla 1 < p < oo oraz przestrzeni z miarg (2, X, 1) zachodzi
LP(u)* = L9(p), gdzie =+~ = 1.
P q
Czyli dla kazdego f € LP(u)* istnieje y € L9(u) taki, ze

f(x)_/ﬂx-ydu, x € LP(p).

1
g g2
Ponadto, wtedy ||f|| = ||y|lq = (Jolyl9du)e, p>1,
esssuply|, p=1.

Whn1l. Dla 1 < p < oo mamy (¢P)* = (9, gdzie %—i— % = 1. Tzn.

fe(P) < Fyewm Yuerr f(X):ijlX(k))/(k) = 1y llg-
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Wn2. Przestrzenie LP(u), ¢P dla 1 < p < oo sa refleksywne.

Dowdd: Skoro p > 1, to istnieje skonczone g > 1 takie, ze

% + % = 1 (mianowicie g = p%) Stosujac dwukrotnie Twierdzenie

1
LP(u)™ = (LP(u))" = L9(u)" = LP(n). W

o0

Lem. ¢ = 1. Czyli f € ¢ <= Jyen f(x) = > x(k)y(k),
k=1

x € cp, oraz wtedy [|f]| = |lyllx = 22y Iy (K)I.

Dowdd: @

Whn. ¢ nie jest refleksywna

Dowdd: ¢i* = (¢)* = (£1)* 2 ¢, ale cg % (>, bo np. cp jest
przestrzenig osrodkowa, a £>° nie. B
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